Devoir surveillé n°2 : correction

Exercice 1. Série harmomque (CC’INP 2024)

Pour tout n > 1, on pose H,, =

Q1. Enoncer la définition de la convergence pour une série E uy, de nombres réels ou complexes.

Q2.

Q3.

Q4.

n>0

C’est du cours. On dit que la série est convergente si ‘la suite des sommes partielles est convergente |.

Autrement dit si lim S, = lim Z uy existe et est finie.
n—-+00 n—-+00 =0

1
Pour quelle(s) valeur(s) du réel «, la série Z — est-elle convergente ?
n>1

1
C’est a nouveau du cours. La série de Riemann E — est convergente |si et seulement si o > 1.
n>1

Montrer que : Vx € R, e* > 1 + x.

On étudie la fonction f définie sur R par f(x) = e* —1 — z. Elle est dérivable comme somme de
fonctions usuelles et on a pour tout z € R, f'(z) =e*—1. On a f'(z) >0 <= e >1 < z > 0.
Ainsi

az —00 0 —+00

f'(@) - 0 +

o

En particulier, f est positive, autrement dit ’pour toutz e R, e* >21+2 ‘

En déduire que

" 1
Vn > 1, efln > (1+),

k+1
puis, en remarquant 1’égalité 1 + 7= %, que pour tout entier naturel n > 1, on a ef’» > n + 1.
e Soit n > 1.
1
Hn _ 1/k
e’" =¢ > 1+ — .
w(37) = [ S T1(1+3)
k=0 k=0
1k k+1 1
e Comme 1+ = % le membre de droite de I'inégalité précédente vaut H Z =2 41_ =n+1
k=0

par téléscopage (on sinon on remarque que le produit des numérateurs vaut (n + 1)! et celui des

dénominateurs n! et on simplifie). Ainsi, | pour tout n > 1, eflr >n 41|,
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Q5. Montrer que lim eff» = 4-00.
n—-+0o0o

En déduire la divergence de la série harmonique.

Comme 11111 n + 1 = 400, d’apres I'inégalité de la question précédente, on obtient par comparaison
n—-—+0oo

lim eff" = +00. En composant par In qui est continue, il vient lim H, = lim In(X) = +oc.
n——+00 n——+00 X—+oo

Comme la suite des sommes partielles (H,,) n’admet pas une limite finie, d’apres la définition rappelée

en Q1, ‘la série harmonique est divergente ‘

——ca—

Exercice 2. Une suite et une série (d’aprés CCINP 2019)
w/2

Dans cet exercice, on étudie l'intégrale u,, = / cos™(t)dt ou n € N.
—7/2

Partie I - Généralités sur la suite (up)nen

Q6. Calculer ug, uq et uo.

(SIE]
po| N
|
0
no| N
~
Il
3]

uoz/icoso(t)dt:/idt: {t] L=
2 T2 T2

2
s

up = /ﬁﬂ cos(t) dt = [sint}gﬂ — il (Ci= 7

2 2
s s ™
2 2 1+ cos(2t) {t sin(2t)]2 s ( 7'(') s
= Hdt= [ 2 T g = |2 Y A N |
2 /_gcos() /_g 2 5T 4 | .1 1 2

Q7. Montrer que pour tout n € N, u,, > 0.

Soit n € N. Pour tout ¢t € | -7 ; 5[, on a cost > 0 et donc cos™(t) > 0. Par croissance de l'intégrale, on

T
obtient donc |u,, = /i cos"(t)dt > 0|
T2

Q8. Etudier la monotonie de la suite (Un)nen-

Soit n € N. On a
s s

Unt1 — Up = /_i (cos™ 1 (t) — cos™(t)) dt = /

5 —

cos™(t) (cost — 1)dt < 0.

R/_/h/—/

2
™
2 > <0

Ainsi ‘la suite (uy) est décroissante ‘

Q9. A Paide d’une intégration par parties, établir que (n + 1)ups1 = nuy—1 pour tout n > 1.
Indication : on écrira cos™ 1 (t) = cos(t) x cos™(t).
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Q1o.

Q11.

Q12.

Q13.

u = cos"(t v = —nsin(t) cos™ (¢t
Soit n € N*. En suivant l'indication, on pose (t) et donc ] ®) ®) . Les
v/ = cost v =-sint
fonctions u et v sont de classe C! sur [—g ; g] Par intégration par parties, on obtient
s
2
Upyl = / _cos”(t) cos(t) dt
2
s us
= {cosn(t) sin(t )} S sin?(t) cos™ 1 (¢) dt
— x -
2
sin?(t) 4+ cos?(t) = 1
s
_ 2 2 n—1
—O+n[£(1—cos (t)) cos™ " (¢t) dt
2
linéarité de l’intégrale
s s
2 2
= n(/ cos™ L (t)dt — / cos" (1) dt)
s s
2 -2
= n(unfl - unJrl)-
Finalement, ;11 = nt,_1 — nu,1+q d’ou ’Vn € N* (n+ Dupt1 = nup—1 |
Soit (vn)nen définie par v, = (n + 1)up41u, pour n € N.
En utilisant la question précédente, vérifier que (vy,)nen est constante et donner sa valeur.
9
Soit n € N*. On a v, = (n 4+ 1)upt1un = NUp_1Up = Up_1 donc ‘la suite (vy,) est constante |.
De plus, vg = 1 X u1 X ug Qe 27 d’oﬁ‘Vn eN, v, = 27r‘.
En déduire que (n + 1)uZ,; < 27 < (n+ 1)u2 pour tout n € N.
D’apres Q8, la suite (u,,) est décroissante, i.e. Vn € N, w11 < up,.
Ainsi, via la question précédente, on a pour tout n € N,
21 = vy = (N + Dupy1un < (n+1)u2 et aussi 27 = vy, = (n+ Dupgiuy = (n+ Dud .
Onadonc|Vr €N, (n+1)u?,; <27 < (n+1)u?
Donner, a partir de la question précédente, un encadrement de u, en fonction de n pour n > 1.
i gt ) & g B2 ’ 2m 2 ) 2 27
Soit n € N*. D’apres la question précédente, on a d’une part — < u;, et d’autre part v < i
n n
T
donc u? < =~. Ainsi
n
s 2w
Vn € N¥, ”n%—l < Uup < \/?-
2w
En déduire que u,, ~ 4/ —.
00 n
D’apres la question précédente, pour tout n € N, on a / \/2»
us
: n X R : Up , 2m
Or lim = 1 donc, d’apres le théoréeme des gendarmes, lim =1, ie |u, ~ {/—|
n—+oo \l n + n—+oo /2w +00 n

n

TSI2 - Les Lombards 3/12 2024-2025



Partie II - Etude d’une série

Q14. Cas x = 1 : la série Zun converge-t-elle ?

2m 1
On a u, = T = /27 > 0. Or la série Z \T est divergente (série de Riemann) donc, par
n

+o0 f

équivalence de séries a termes positifs, |la série E uy, est divergente |.

Q15. Cas |z| < 1 : montrer que, pour tout = € |—1;1[, la série Zunx" est absolument convergente.

Soit z € |[—1;1[ \ {0} (pour x = 0 la convergence est évidente).

Comme on ne connait pas le signe de x, faisons une étude de convergence absolue. Pour n € N, posons
Wy, = |upz™| = uy|z| > 0. On a

Wy, unlz® T up +oo  for
n

Ainsi, d’apres la régle de d’Alembert, la série Z|una:"] est convergente, i.e. Zunaz” est absolument

el 27
Wp+1 Un+1|x| _ Un+1 |:L" Qf\1/3 \/ n+1 ’ ‘ ’ | ’JZ| <1
n+ 1 n—r+00

convergente et donc E upx" est convergente |

Pour la suite, on note S(x) la somme de cette série lorsqu’elle est convergente, i.e. S(x Z upx" pour

tout x € |—1;1].

n—1
Q16. Soient ¢ un réel et n un entier naturel non nul. Rappeler, sans preuve, la valeur de la somme Z qk
k=0
pour g # 1. Que vaut cette somme si ¢ =17
Sig#1,0na Zq 1=
) 1 _ q
n—1 n—1
Sig=1,o0na Zlk:21:n.
k=0 k=0
Q17. Etablir la formule suivante pour tout nombre entier naturel non nul 7 et tout nombre réel z € |—1; 1] :
nd ™/2 dt T/2  cos™(t
Zukxk: 7—35”/ 4dt.
= —x/2 1 —xcos(t) —x/2 1 —axcos(t)

Soient n € N et € |—1; 1[. En commengant par la définition de uy, on a

Zukac :z:;(/%cos()dt>

linéarité de l’intégrale

somme géométrique, cf Q16

dt

_/2 1 — (zcos(t))”

1 —xcost

linéarité de l’intégrale

_ /§ dt _n /5 cos™(t) dt
-2 1—=zcos(t) -2 1 —=zcos(t)

TSI2 - Les Lombards 4/12 2024-2025




Q18. En déduire 'égalité > upz" = /

too w/2 dt
pour tout |z| < 1.

= —x/2 1 —xcos(t)

Comme |cos™(t)| < 1et 1 —zcost >0 (car |z| <1),on a

3 (¢ 3 dt
:Un/? _cos™(t) . <|x|n/z

0< —
z 1—wcos(t) z 1 —wcos(t)

s

2 dt
Or, comme |z| < 1,on a lim ]x\”/z
n—+o0o

—— = 0. D’ou, via le théoréme des gendarmes
-2 1—wcos(t)

lim 1‘”/2 Lﬂ(t)dt:()
n—foo” J_Z 1 —zcos(t) '

Ainsi, en passant a la limite lorsque n tend vers +o0o dans ’égalité de la question précédente, on obtient

™

—+00 i
Vo € ]-1;1], Zukxk:/Q di
k=0

-2 1—=zcos(t)

t
Q19. Soit t € |-% ;5 [. On note u = tan(2>.

Q20.

1 — u? 2u

Montrer que cos(t) =

formule d’addition

I
(@)
]
n
[\
/~
Do+
—
|
n
o
=}
[\
e
|~
—
R~

L

mise en facteur pour faire apparaitre tan 3

= cos?(4) x [1 - tan?($)]
7) [1 _ taDQ(%)}

a 1 +tan2(%

1

1+tan2:17:72
COS“ X

définition u

2

|
D) S N

1—u
1+u?|

Pour sin(t), il suffit de procéder de facon analogue (a faire!).

sin
Rappel : Iégalité 1 + tan’® x = 5— vient du calcul de la dérivée de tanz = et en simplifiant la
08? T g

S
fraction obtenue de deux facons distinctes.

1 2
Montrer que S(z) = / 5 du pour |z| < 1 a l'aide du changement de variable

. A (l-2)+ (1 +2)u
U= tan<2).

t
On a u = tan(2> <= t = 2arctan(u) donc dt =

2d
kel Ce changement de variable est une
14 u?
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bijection croissante de classe C'. Alors

+o0 a5
Q18 [2 dt
S(z) = Z upxk "= / —_—
= -2 1—=cos(t)
Q19 / 1 2du
11— xi u 1+ u?

B /1 2du
T lJaal—z+ (1 2)u?

Q21. En déduire 'expression de S(z) pour |z| < 1

Soit = € |— [. D’apres la question précédente

S() :/1 2du

S l—z+ (14 2)u?
2 /1 du
1—2 _11_1_14r7x2
2 1
T 1 /1 1 2
1+(1/1+£u)

2 [ 14z

arctan est impaire

4
———— arctan
V1—22 <

——eca—
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Exercice 3. Autour des matrices nilpotentes (d’aprés EPITA 202/)

Dans ce probleme on s’intéresse aux matrices nilpotentes. Dans une premiere partie on étudie un exemple,
dans la seconde on démontre différentes propriétés concernant les matrices nilpotentes, et enfin, dans une
derniere partie on s’intéresse & I’exponentielle d’'une matrice nilpotente.

On définit les notations suivantes :

— M, (R) désigne le R-espace vectoriel des matrices carrées de taille n € N* et a coefficients dans R.
— GL,(R) est 'ensemble des matrices inversibles de M, (R).
— I, désigne la matrice identité de M, (R) et 0,, la matrice nulle de M,,(R).

— On identifie les vecteurs de R™ avec les matrices colonnes de M,, 1(R).

Définitions : Soit N € M,,(R). Lorsqu’il existe un entier naturel p tel que NP = 0,,, on dit que la matrice N
est nilpotente. Le plus petit entier p vérifiant NP = 0,, est appelé indice de nilpotence de la matrice N.
On note NV, (R) I'ensemble des matrices nilpotentes de M,,(R).

Partie I - Etude d’une matrice nilpotente

1 1 3
On considére la matrice A= 5 2 6] € M3(R).
—2 -1 -3

Q22. La matrice A est-elle inversible 7

On remarque que la troisiéme colonne de A vaut trois fois la seconde donc | A n’est pas inversible |.

Q23. Montrer que A est nilpotente. On précisera son indice de nilpotence.

0 0 O 0 00
Oncalcule A= 3 3 9 | #03,puisd4®>=]0 0 0| =03 donc|A est nilpotente d’indice 3 |.
-1 -1 -3 00 0

Q24. Montrer que Ker(A) = Vect(X1) ot X; est un vecteur de R® & préciser.

xr T
Un vecteur (y) est dans Ker(A) si et seulement si A(y) =0, i.e.

z z

z+y+32=0 —z =0
, T =
9T + 2y + 62 =10 Predatts z=0 —
Ly<+Lo+2L3 y=—3z
—2r—y—32=0 —2x—y—32=0

0 0
Ainsi un élément de Ker(A) est de la forme (37;) d’ou | Ker(A) = Vect{ (3)} .
% 1

-1
Q25. Soit Xo = ( 1 ) Vérifier que AXs € Ker(A).
0

0
Méthode 1 : On calcule AX, = (—3) = X; € Ker(A) d’apres la question précédente.
1

0
Méthode 2 : On calcule A x AXy = A?’Xy = (0) en réutilisant I'expression de A% obtenue en Q23.
0

Ainsi | AXy € Ker(A) ‘
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Q26.

Q27.

Q28.

Déterminer un vecteur Xz € R3 tel que AX3 = Xo.
x

Soit X3 = (y) tel que AX3 = Xo, i.e.

z

zT+y+3z=-1 —z=—1

r=1
or +2y+62=1 Lreglutls =1 —
Lo<La+2L3 y+3z=-2
-2z —y—3z=0 —2x—y—3z2=0

1
donc par exemple | X3 = (—2) convient |.
0

Montrer que la famille B = (X7, X2, X3) est une base de R>.

Montrons d’abord que cette famille est libre. Soit des réels a, 5 et v tels que a X1 + X +vX3 = Ops.
En utilisant les coordonnées de ces trois vecteurs, on obtient

—B+v=0 —B+v=0

Ainsi ‘la famille (X1, X2, X3) est libre ‘

De plus, cette famille est constituée de trois vecteurs et on sait que dim(R3) = 3 donc il s’agit d’une

[base de B?).

On note f ’endomorphisme de R? canoniquement associé a A.
Ecrire la matrice de f dans la base B.

D’apres Q24, AX; = Ops; d’apres Q25, AXy = X; et par définition de X3, AX3 = X5 donc

010
Matg(f) =10 0 1
000
Partie II - Quelques propriétés des matrices nilpotentes
Inversibilité

Q29.

Q30.

Soit M € M, (R). Justifier que si M est nilpotente alors M n’est pas inversible.

Soient M € N, (R) et p son indice de nilpotence. En particulier, N? = 0,,.
Supposons par 'absurde que N est inversible. Alors en multipliant 1'égalité précédente par (N *1)p !
il reste N = 0, ce qui est manifestement en contradiction avec le caractere inversible de N.

Ainsi ‘une matrice nilpotente n’est pas inversible |.

Soient n > 2 et J, € M, (R) la matrice dont tous les coefficients valent 1. Montrer que J,, n’est pas
inversible et qu’elle n’est pas nilpotente.

e Tout d’abord, comme J,, a toutes ses colonnes égales, ‘ Jn n’est pas inversible |.

e En calculant les premieres puissances de .J,, et par récurrence immédiate, on montre que Vk € N*,
Jff =nF=1J, # 0,, donc ‘ J, n’est pas nilpotente ‘
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Indice de nilpotence

Q31.

Q32.

Q33.

Q34.

Soit M € N, (R) d’indice de nilpotence p. Justifier qu’il existe X € R™ non nul tel que MP~1X # Ogn,
puis montrer alors que la famille (X, M X, ..., MP71X) est libre.

« Par définition p est le plus petit entier tel que MP = 0,,, par conséquent MP~! = 0,, et en particulier
il existe un vecteur X € R” non nul tel que MP~1X # Ogn.

e Soient Ao, ..., A\,—1 des réels tels que AgX + A MX +---+ )\p,lMp_lX = Ogr. En multipliant cette
égalité & gauche par MP~!, on obtient AgMP~1X + A\ MPX + - + X\, M2P~DX = Ogn. Or M est
nilpotente d’indice p donc pour tout k > p, M* = 0,. Il ne reste donc que A\gMP~1X = Orn, d’ou
Ao = 0 car MP~1X +# Opn d’apres le point précédent.

On proceéde de méme en multipliant par MP~2 et on obtient A\; = 0, et ainsi de suite. Finalement
Mo =A== Ap_1 =0 donc|la famille (X, MX,..., MP71X) est libre|.

En déduire que I'indice de nilpotence vérifie I'inégalité p < n.

Soit M nilpotente d’indice p et supposons par ’absurde que p > n. D’apres la question précédente,
la famille (X, MX,...,MP~1X) est libre. Or on sait qu'une famille libre de R™ contient au maxi-
mum dim(R") = n vecteurs. Comme on a supposé p > n, on aboutit a une contradiction. Ainsi

nécessairement .

En déduire que pour toute M € N, (R), M"™ = 0,,.

Soit M € N,(R) et p son indice de nilpotence. D’apres la question précédente, p < n, i.e. n —p > 0
donc M™ = MP x M™™P =0, x M"™P =0,

n—1
Montrer que si N € N, (R) alors la matrice M =1I,, — N est inversible et M ! = Z N*.
k=0

Méthode : Comme linverse est proposé, on vérifie que M x M~ =1,,.
Soient N € N,,(R) et M =1, — N. On a

n—1 n—1
M x Y NF=(1,-N)Y N*
k=0 k=0
distributivité
n—1 n—1
— E:]Vk—*E:]Vk+1
k=0 k=0
j=k+1 dans la seconde
n—1 n
=Y N -3 N
k=0 g=1 > téléscopage
. NO _ N"
> question précédente
= llyo

n—1
Par conséquent | M est inversible et M1 = Z N®|
k=0

Stabilité par somme et produit

(1 )

un espace vectoriel 7

Q35. Vérifier que B =

1
-1

_11> sont des éléments de N2(R). L’ensemble No(R) est-il
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e Par calcul, on a directement ‘BQ =0y et C? =0, ‘ donc B, C € N2(R).

e Ona B+C = <3 2) d’ou (B+C)?% = (3 Z # 09. Ainsi B+C ¢ Na(R) (car d’aprés Q32 I'indice

de nilpotence ici vaudrait au maximum 2). En particulier N3(R) n’est pas stable par combinaison

linéaire donc ‘Ng (R) n’est pas un espace vectoriel |.

Q36. Soient M et N deux matrices de N, (R) qui commutent. Montrer que M N € N, (R).

Soient M, N € N,(R). En particulier, d’aprées Q33, M"™ = N™ = 0,,. De plus, comme M et N
commutent, on a (MN)" = M™ x N* =0, x 0, = 0,, donc ‘ MN est nilpotente ‘

Q37. Soient M et N deux matrices de N, (R) qui commutent. Montrer que M + N € N, (R).
Soient M, N € N,,(R). Comme M et N commutent, d’apres la formule du bindéme de Newton, on a
(M + N)>" = %1: (2”>MkN2nk :nil ( )MkNQn ko Z < >MkN2n k.
k=0 k k=0 k =

Dans la derniére somme, on a toujours k > n donc M* = 0, et dans I’avant-derniére 2n — k > n donc
N?=k = 0,. Ainsi (M + N)?* = 0,, donc ‘ MN est nilpotente ‘

Partie III - Exponentielle de matrices nilpotentes

"1
Pour M € N, (R), on définit 'exponentielle de M comme la matrice exp(M) = Z — Mk,
k=0

Q38. Vérifier que exp(0,) = L.

On a 0% = I, puis, pour tout k > 1, 0¥ = 0,, donc exp(I,,) = 0'I +0, = .

010 11 3

2

Q39. Soit T= [0 0 1] e M3(R). Justifier que T' € N3(R) et montrer que exp(T) = [0 1 1
0 0 O 0 0 1

puis 72 = 03 donc | T' € N3(R) | De plus, par définition

Par calculs, on a T2 =

oS O O
oS O O
S O =

1 1
'ﬁ—h+T+5ﬂ+%f

1
exp(T) = —134— T+ 'T2+3

0! 2

S O =
O ==
— =Nl

Q40. Soit k € N. On considere des matrices M; ; € M, (R) définies pour tout entier i € [0; k] et tout entier
j € [0;k]. Montrer que

k k k k—i k k k k—i k s
ZZMivj = Z M@j +Z Z M@j et ZZMZ‘J = ZZMZ',S_Z‘.
=0 j=0 i=0 j=0 i=1 j—k—it1 i=0 j=0 5=0i=0
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e Pour la premiére égalité, partons du membre de droite et mettons le terme pour ¢ = 0 de la premiere
somme a part :

k k—i k k k k k—i k
DD Mg+, Y M=) Mo;+> > Mi;+>, > M
=0 7=0 i=1 j=k—i+1 7=0 11]0 i=1 j=k—i+1
:Z ZMJ
7=0 i=1 j=0

ou pour la derniere égalité on remarque que la somme de gauche est le terme pour ¢ = 0 de la double
somme de droite.

e Pour la seconde égalité, en posant s =i + j dans la seconde somme du membre de gauche, il vient

k k—i k k
DD Mij=2 0 Misi
=0 j=0 1=0 s=1

= (Moo + Mo1+...+Mog) + (Miog+Mig+...+Mg_1)+- -+ (Mgpo)
= (MO,Q) + (M071 -+ M170) GF oo (M(),k + Ml,k—l + ...+ Mk,())

k s
=33 M,

s=01i=0

Pour cette deuxieme égalité, une seconde fagon de voir est qu’apres le changement d’indice, la double
somme porte sur les indices 7 et s vérifiant 0 < i < s < k, ce qui peut se rééerire 0 < s < ket 0 <2 < s.

Q41. Soient A et B deux matrices nilpotentes qui commutent.
En remarquant que exp(A)exp(B) = <§”: zllAZ) (in: jl!Bj > et en utilisant la question précédente,
montrer que exp(A + B) = exp(A4) exp(BZ;0 -
D’apres Q33, on a A™ = B"™ = 0,, donc c¢’est aussi vrai pour tout exposant supérieur ou égal & n. En
particulier, on peut écrire exp(A4) = kzi: HAk = kz_% %Ak et de méme pour B.

Alors d’une part,

oo - (51 )(g )£

= =0 7=0
2n
Q40 1 r 1 .
= J A RJ
= ' B —i—g g i'A j!B
0 =1 j=2n—1i+1

Z
=0 j=
2n 2n— 1

ZZT B]+0na (0)
=0 j=

ou la derniére double somme est nulle car soit 1 < ¢ < n et alors 5 > n + 1 donc Bi = 0,, soit
n—+1<1i<2n et dans ce cas A* = 0,,.
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Q42.

Q43.

Q44.

D’autre part, comme A et B commutent, d’apres le binome de Newton,

2n 1
exp(A+ B) = —'(A—i—B)S
5—0 S!
2
_ . l . S>AzBsz
s=0 s! =0 ¢
2
—_ - l . /S/r AiBs—l
A s )
2n s
1 . 1 .
= —A* B (00)

Enfin, d’apres la deuxiéme égalité de la question précédente, (¢) et (0o) sont égales, c’est-a-dire
‘exp(A) exp(B) = exp(A + B) ‘

En déduire que si N € N, (R) alors exp(IN) € GL,(R) et déterminer son inverse.
Comme les matrices N et —N commutent, d’apres la question précédente

exp(N) exp(—N) = exp(N — N) = exp(0,) R o

En particulier, ‘exp(N ) est inversible‘ et | (exp(N)) ~ =exp(—N) |

On définit E = {exp(M) | M € N,,(R)}. L’ensemble E est-il un R-espace vectoriel ?

Par définition tout élément de E est de la forme exp(M) avec M € N,(R). D’aprés la question
précédente, une telle matrice est toujours inversible. En particulier, comme la matrice nulle 0,, n’est
pas inversible, 0,, ¢ E donc’ FE n’est pas un espace vectoriel ‘

On dit qu’une matrice est unipotente si elle s’écrit comme la somme de la matrice identité et d’une
matrice nilpotente.
Montrer que I'exponentielle d’une matrice nilpotente est unipotente.

"1 "1

Soit N € N, (R). Par définition, exp(N) = Z ENk =TI, + Z HN]C' Or comme N est nilpotente,
k=0 """ k=1""

il en est de méme pour toute matrice de la forme N* avec k > 1 et donc aussi pour %N k. De plus,

n
1
deux matrices de cette forme commutent, donc d’apres Q37, Z EN k est aussi nilpotente. Ainsi
k=1 """
exp(N) =1, + P avec P nilpotente, i.e. tout matrice de la forme ‘exp(N) est unipotente |.
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